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状態遷移 (状態変化) の概念は N. Bohr によって導入され,Planckが提唱した量子仮説に
はじまる量子物理学の発展に決定的な役割を果たした。Diracは1927年に放射性原子のエ
ネルギー固有値間の遷移確率を,現代的には光の量子光学的モデルにより導出した。von
Neumann [13, pp.254‐294] は1932年に量子力学の統計的命題により遷移確率への Dirac
流アプローチを正当化した。尚,N. BohrとDiracの研究の間には,Einsteinによる遷移




本稿で登場する Hilbert空間は全て可分であるとする。 B(\mathcal{H}) でHilbert空間 \mathcal{H} 上の有
界線型作用素の全体, S(\mathcal{H}) で \mathcal{H} で密度作用素の全体, T(\mathcal{H}) で \mathcal{H} 上のトレース族作用素
の全体を表す。 B(\mathcal{H})\times \mathbb{R}_{>0} の有限部分集合言に対し,密度作用素  $\rho$ の開近傍 O  $\rho$ (言) を
 O $\rho$ (言) =O_{ $\rho$}(\{(A,  $\epsilon$(A, $\epsilon$)\in害
 O_{ $\rho$}(\{(A,  $\epsilon$ =\{$\rho$'\in S(\mathcal{H})||\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ A]-\ulcorner \mathrm{f}\mathrm{r}[$\rho$'A]|< $\epsilon$\} . (1)
で定義する。この近傍の全体から生成される位相を \mathcal{O}(\mathcal{S}(\mathcal{H})) で表す。この位相は Fell [7] に
より数学的に研究され,Haag とKastler [8] により物理の文脈に導入された。更に, \mathcal{O}(S(\mathcal{H}))
から生成される Borel集合族 (  $\sigma$‐代数) を  B(\mathcal{S}(\mathcal{H})) で表す。
本稿では以下の3公理を仮定する。
公理1(物理量と状態). 物理系 \mathrm{S} の物理量はある Hilbert空間 \mathcal{H} 上の有界線型作用素のな
すvon Neumann代数 B(\mathcal{H}) に付随する自己共役作用素で記述され,一方,系の置かれた






公理2(Borel統計公式). 系 \mathrm{S} の状態が密度作用素  $\rho$ で与えられるとき,物理量  A のスペ
クトルが Borel集合 \triangle 内に値をとる確率は
\mathrm{P}\mathrm{r}\{A\in\triangle\Vert $\rho$\}=\mathrm{T}\mathrm{r}[pE^{A}(\triangle)] (2)
で与えられる。
公理3 (合成系). 2つの系81と \mathrm{S}_{2} の物理量がそれぞれ Hilbe撹空間 \mathcal{H}_{1} と \mathcal{H}_{2} 上の有界
線型作用素のなす von Neumann代数に付随する自己共役作用素で記述されるとする。 こ
のとき, \mathrm{S}_{1} とS2の合成系 \mathrm{S}_{1}+\mathrm{S}_{2} の物理量はテンソル積 Hilbe材空間 \mathcal{H}_{1}\otimes \mathcal{H}_{2} 上の von
Neumann代数のテンソル積 B(\mathcal{H}_{1})\overline{\otimes}B(\mathcal{H}_{2})\cong B(\mathcal{H}_{1}\otimes \mathcal{H}_{2}) に付随する自己共役作用素
で記述される。そして, \mathrm{S}_{1}+\mathrm{S}_{2} の置かれた実験設定および物理的状況は B(\mathcal{H}_{1}\otimes \mathcal{H}_{2}) 上
の規格化された正規正値線型汎関数 (もしくはそれと一対一対応する密度作用素) で記
述される。このとき, \mathrm{S}_{1} の物理量 A は A\otimes 1 と, \mathrm{S}_{2} の物理量 B は 1\otimes B と同一視され
る。また, \mathrm{S}_{1} の状態が $\rho$_{1} であり S2の状態が $\rho$_{2} であるときの,合成系 \mathrm{S}_{1}+\mathrm{S}_{2} の状態は
$\rho$_{1}\otimes$\rho$_{2} で与えられる。
以上の3公理のもとで,遷移確率概念を仮説として導入する。
仮説1(遷移確率). 遷移確率 \mathrm{P}\mathrm{r}\{\cdot\leftarrow\cdot\} とは S(\mathcal{H}) から \mathcal{S}(\mathcal{H}) 上の Borel確率測度の集合
\mathbb{P}(S(\mathcal{H})) への写像である :
S(\mathcal{H})\ni $\rho$\mapsto \mathrm{P}\mathrm{r}\{\cdot\leftarrow $\rho$\}\in \mathbb{P}(S(\mathcal{H})) . (3)
1つの実験状況での状態遷移は遷移確率に従う。
遷移確率の具体例として,時間発展がユニタリー作用素 U で記述される場合がある :







先行研究 [3, 26, 23] において,いくつかの一般化遷移確率(generalized transition proba
bility) が考案されており現在でも研究が続いている [11]。Uhlmannの遷移確率  P_{U}:S(\mathcal{H})\times
 S(\mathcal{H})\rightarrow[0 , 1 ] は次で定義される [26] :任意の $\rho$_{1}, $\rho$_{2}\in \mathcal{S}(\mathcal{H}) に対し,
P_{U}(p_{1}, $\rho$_{2})=\displaystyle \inf_{(\mathcal{K},$\Omega$_{$\rho$_{1}},$\Omega$_{p_{2}})}|\{$\Omega$_{$\rho$_{1}}|$\Omega$_{$\rho$_{2}})|^{2} . (5)
ただし下界は3つ組 (\mathcal{K}, $\Omega$_{ $\beta$ 1}, $\Omega$_{$\rho$_{2}})-\mathcal{K} はHilbert空間, $\Omega$_{ $\beta$ 1}, $\Omega$_{$\rho$_{2}}\in \mathcal{H}\otimes \mathcal{K} は単位ベクトル
で  $\rho$j =\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathcal{K}}|$\Omega$_{$\rho$_{j}}\rangle\langle$\Omega$_{$\rho$_{j}}|, j=1 , 2 ( \mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathcal{K}} は B(\mathcal{K}) に対する部分トレース) を満たすもの- を




確率ではない。尚,Uhlmannの遷移確率と Cantoni の遷移確率は一致する [1]。とはいえ,










仮説2. A を測定する離散的物理量であるとする。任意の準備された状態 (密度作用素)
 $\rho$ と出現したスペク トル  a\in \mathbb{R} で \mathrm{p}_{\mathrm{r}}\{A\in\{a\}\Vert $\rho$\}>0 を満たすものに対し,測定後の状
態  $\beta$\{A=a\} が定まる。このときの遷移確率は,任意の \triangle\in B(\mathcal{S}(\mathcal{H})) に対し,
\displaystyle \mathrm{P}\mathrm{r}\{ $\Delta$\leftarrow $\rho$\}=\sum_{a\in Sp(A; $\rho$)}\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ E^{A}(a)]$\delta$_{$\rho$_{\{A=a\}}}( $\Delta$) (6)
で与えられる。ここで, Sp(A; $\rho$)=\{a\in Sp(A)|\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ E^{A}(a)]>0\} である。
勿論,この仮説は測定後の状態が測定値ごとに定まるべきであるという観察の範疇を超
えないわけで,物理過程として踏み込んだものではない。そこで,von Neumann [13] は
次の仮説を導入した :
仮説3 (反復可能性仮説 (repeatability hypothesis) [13,22 系において物理量が2度続
けて測定されたとき,各時刻で同じ値を得る。
この仮説は1930年前後においては標準的な仮定であった ([22] 参照)。
Hilbert 空間 \mathcal{H} 上の各射影作用素 P に対し, S(\mathcal{H}) の閉凸部分集合 F_{P} を
F_{P}=\{ $\rho$\in S(\mathcal{H})|\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ P]=1\} (7)
で定義する。 P E^{A}(a) のとき, F_{E^{A}(a)} を F_{\{A=a\}} で表す。このとき, F_{\{A=a\}} は A の固有
値 a に対応した固有状態の集合である。反復可能性仮説は,各状態  $\rho$ と  a\in \mathbb{R} で \mathrm{P}\mathrm{r}\{A\in
\{a\}\Vert $\rho$\}>0 なるものに対し, $\rho$_{\{A=a\}}\in F_{\{A=a\}}=\{E^{A}(a)\} となることを主張している。
[13, 12] で言及されているように,反復可能性仮説は非退化離散物理量に対してはうま
く機能するが,退化した離散物理量や連続物理量に対しては機能しない。反復可能性仮
説より強く , そして一般化遷移確率,特に Uhlmann の遷移確率を用いた次の仮説を採用
する。
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仮説4(遷移確率). 離散物理量 A を状態  $\rho$ で測定し固有値  a を得たとき,測定後の状態は
F_{\{A=a\}} の元  $\omega$ で砒lmannの遷移確率島 ( $\omega$,  $\rho$) を最大にするものであり, p_{\{A=a\}} で表す。
上の仮説から次の仮説が得られる。\cdot
仮説5 (Von \mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}-\mathrm{L}\ddot{\mathrm{u}}ders の射影仮説 [13,12 A を \mathrm{S} の離散物理量であるとする。
 $\rho$ が準備された状態で  A の測定で出力 a\in \mathbb{R} が現れたときの測定後の状態 $\rho$_{\{A=a\}} は,
\mathrm{P}\mathrm{r}\{A\in\{a\}\Vert $\rho$\}>0 ならば
$\rho$_{\{A=a\}}=\displaystyle \frac{E^{A}(a) $\rho$ E^{A}(a)}{\mathrm{T}\mathrm{r}[pE^{A}(a)]} (8)
で与えられる。
仮説4から仮説5を示す際,次の定理を用いる。
定理1 (Raggio [25, P.333, Proposition P をHilbert空間 \mathcal{H} 上の射影とする。 \mathcal{H} 上の任
意の射影 Q と任意の  $\rho$\in S(\mathcal{H}) に対し, T\displaystyle \mathcal{P}_{U}(F_{Q}\leftarrow $\rho$)=\sup_{ $\omega$\in F_{Q}}P_{U}($\omega$_{7} $\rho$) とおく。この
とき, T\mathcal{P}_{U}(F_{P}\leftarrow $\rho$)=\mathrm{R}[ $\rho$ P] である。ここで,上界を与える $\rho$_{P}\in F_{P} はTr [ $\rho$ P]>0 の
とき $\rho$_{P}=\displaystyle \frac{P $\rho$ P}{\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ P]} であり,その他の場合は存在しない。
上の定理から,仮説4はBorn統計公式と整合的である。このとき,遷移確率は,任意
の \triangle\in B(S(\mathcal{H})) に対し,
\displaystyle \mathrm{P}\mathrm{r}\{\triangle\leftarrow $\rho$\}=\sum_{a\in S\mathrm{p}(A; $\rho$)}\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ E^{A}(a)]$\delta$_{E^{A}(a) $\rho$ E^{A}(a) ,\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ E^{A}(a)]}(\triangle) (9)
で与えられる。写像 Rp : \mathbb{R}\ni a\mapsto$\rho$_{\{A=a\}}\in S(\mathcal{H}) を
$\rho$_{\{A=a\}}=\left\{\begin{array}{ll}
\frac{E^{A}(a) $\rho$ E^{A}(a)}{\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ E^{A}(a)]}, & (\mathrm{i}\mathrm{f} \mathrm{P}\mathrm{r}\{A\in\{a\}\Vert $\rho$\}>0)\\
\sum_{a\in \mathbb{R}}E^{A}(a)pE^{A}(a) , & (\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e})
\end{array}\right. (10)
で定義すると, R_{ $\rho$} はS ( \mathcal{H} )値確率変数である。すなわち, \mathbb{R} 上の \mathcal{B}(\mathbb{R})‐可測 S(\mathcal{H}) 値単関
数の列 \{Rp, n\}_{n\in \mathrm{N}} で 1\mathrm{i}_{\mathrm{N}\mathrm{b}\rightarrow\infty}\Vert R_{ $\rho$,n}(a)-R_{p}(a)\Vert_{\mathrm{T}\mathrm{r}}=0 が全ての a\in \mathbb{R} に対して成立するも
のが存在する。特に,このときRp 官身が \mathbb{R} 上の S(\mathcal{H})‐値単関数である :任意の a\in \mathbb{R} に
対し,
R_{ $\rho$}(a)=\displaystyle \sum_{a'\in Sp(A; $\rho$)}$\chi$_{\{a'\}}(a)\frac{E^{A}(a') $\rho$ E^{A}(a')}{\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ E^{A}(a')]}+x\mathbb{R}\backslash Sp(A; $\rho$)(a)\sum_{a\in \mathbb{R}}E^{A}(a') $\rho$ E^{A}(a') . (11)
このとき,任意の \triangle\in \mathcal{B}(S(\mathcal{H})) に対し,
















物理量の場合に限られていたが) 測定であろう。 \mathrm{A}(x) で出力変数 (メーターとも呼ぶ) x
をもつ測定器を表す。 x は可測空間 (X, \mathcal{F}) に値をとるとする。一般的な測定において測
定器 \mathrm{A}(x) が満たすべき条件は以下の仮説のように纏められる。
仮説6. 可測空間 (X, \mathcal{F}) に値をとる出力変数 x をもつ測定器 \mathrm{A}(x) を用いて,我々は次
の2要素を指定できる :
(1) 任意の状態  $\rho$ における出力変数  x の従う確率測度 \mathrm{P}\mathrm{r}\{x\in(\cdot)\Vert $\rho$\} ;
(2) 任意に状態  $\rho$ が与えられたとき,各出力値  x=x における測定後の状態 $\rho$_{\{x=x\}} の族
\{$\rho$_{\{x=x\}}\}_{x\in X} であって, \mathcal{S}(\mathcal{H}) ‐値確率変数 R_{ $\rho$} : X\ni x\mapsto$\rho$_{\{w=x\}}\in S(\mathcal{H}) を任意の  $\rho$\in \mathcal{S}(\mathcal{H})
に対して定義するもの。
上の R_{ $\rho$} が \mathcal{S}(h)‐値確率変数であるとは, X上の \mathcal{F}‐可測な \mathcal{S}(\mathcal{H})‐値単関数の列 \{R_{p_{1}n}\}_{n\in \mathrm{N}}
で任意の x\in X に対して \displaystyle \lim_{n\rightarrow\infty}\Vert R_{ $\rho$,n}(x)-R_{p}(x)\Vert_{\mathrm{T}\mathrm{r}}=0 を満たすものが存在するとき
をいう。上の仮説を踏まえ,遷移確率に対し次の仮説をおく。
仮説7. 任意の遷移確率はある測定器 \mathrm{A}(x) によって実行される測定により実現される。
このとき,任意の状態  $\rho$ において,遷移確率 \mathrm{P}\mathrm{r}\{\cdot\leftarrow $\rho$\} は出力変数 x の従う確率測度
\mathrm{P}\mathrm{r}\{x\in\cdot\Vert $\rho$\} および測定後の状態の族 \{$\rho$_{\{ $\alpha$=x\}}\}_{x\in X} から定義される状鯨に値をとる確率変
数 R_{ $\rho$} : X\ni x\mapsto$\rho$_{\{ $\omega$=x\}}\in \mathcal{S}(\mathcal{H}) を用いて,任意の, \triangle\in \mathcal{B} (\mathcal{S} ( \mathcal{H} ) ) に対し
\mathrm{P}\mathrm{r}\{ $\Delta$\leftarrow $\rho$\}=\mathrm{P}\mathrm{r}\{x\in R_{ $\rho$}^{-1}( $\Delta$)\Vert $\rho$\} (13)
と計算される。
現行の文脈において遷移確率 \mathrm{P}\mathrm{r}\{\cdot\leftarrow $\rho$\} の台上の状態の識別可能性が最も重要である。
仮説6および7に基づくとき,物理的に実現可能な測定のクラスの指定が次の焦点となる
が,現代の量子測定理論では (完全正値) インストルメントがそのクラスを定めると考え
られている。写像 \mathcal{I}:\mathcal{F}\rightarrow P(T(\mathcal{H})) は以下の2条件を満たすとき (B(\mathcal{H}), X) に対するイ
ンストルメントと呼ばれる :
(1) 任意の  $\rho$\in T(\mathcal{H}) に対し, \Vert \mathcal{I}(S) $\rho$\Vert_{\mathrm{T}\mathrm{r}}^{\wedge}=\Vert $\rho$\Vert_{\mathrm{T}\mathrm{r}\circ}
(2) 任意の p\in T(\mathcal{H}) , A\in B(\mathcal{H}) および互いに素な列 \{$\Delta$_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset \mathcal{F} に対し,
\displaystyle \mathrm{T}\mathrm{r}[(\mathcal{I}(\bigcup_{n=1}^{\infty}$\Delta$_{n}) $\rho$)A]=\sum_{n=1}^{\infty}\mathrm{T}\mathrm{r}[(\mathcal{I}($\Delta$_{n})p)A] . (14)
(B(\mathcal{H}), X) に対するインストルメントの双対写像 \mathcal{I} : B(\mathcal{H})\times \mathcal{F}\rightarrow B(\mathcal{H}) を,任意の
 $\rho$\in T(\mathcal{H}) , A\in B^{y}(\mathcal{H}) および  $\Delta$\in \mathcal{F} に対し,
\mathrm{T}\mathrm{r}[(\mathcal{I}(\triangle) $\rho$)A]=\ulcorner $\Gamma$ \mathrm{r}[p\mathcal{I}(A,  $\Delta$)] (15)
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で定義する。 (B(\mathcal{H}),X) に対するインストルメントの双対写像は次の3条件を満たす写像
\mathcal{I}:B(\mathcal{H})\times \mathcal{F}\rightarrow B(\mathcal{H}) として特徴づけられる :
(i) 任意の  $\Delta$\in \mathcal{F} に対し,写像 B(\mathcal{H})\ni A\mapsto \mathcal{I}(A, \triangle)\in B(\mathcal{H}) は B(\mathcal{H}) 上の正規,正値
かつ線型である。
(ii) \mathcal{I}(1, S)=1 。
(iii) 任意の  $\rho$\in T(\mathcal{H}) , A\in B(\mathcal{H}) および互いに素な列 { \trianglen}n \inN \subset \mathcal{F} に対し,
\displaystyle \mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ \mathcal{I}(A, \bigcup_{n=1}^{\infty}$\Delta$_{n})]=\sum_{n=1}^{\infty}\mathrm{T}\mathrm{r}[ $\rho$ \mathcal{I}(A, \triangle_{n} (16)
上の3条件を満たす写像とインストルメントは一対一で対応する。それ故,インストルメ
ントの双対写像もインストルメントと呼ぶことにする。
測定器 \mathrm{A}(x) がある (B(\mathcal{H}), X) に対するインストルメント \mathcal{I} で実現されるとき,次の
定理により各出力値 x=x に対応した測定後の状態の族 \{$\rho$_{x}\}_{x\in X} 一事後状態の族 (family
of posterior states) ど呼ばれるーの存在が保証される (詳細は [17, 14] 参照) :
定理2 ([17, Theorem 4.3]). (B(\mathcal{H}), X) に対する任意のインストルメント \mathcal{I} および \mathcal{H} 上
の密度作用素  $\rho$ に対し, \mathcal{H} 上の密度作用素の族 \{$\rho$_{x}\}_{x\in X} であって \mathcal{S}(\mathcal{H}) ‐値確率変数  X\ni
 x\mapsto$\rho$_{x}\in S(\mathcal{H}) を定義し,任意の \triangle\in \mathcal{F} と A\in B(\mathcal{H}) に対して
r_{\mathrm{T}\mathrm{r}[p_{x}A]d\mathrm{R}[\mathcal{I}(x) $\rho$]}=\ulcorner $\Gamma$ \mathrm{r}[(\mathcal{I}(\triangle) $\rho$)A] (17)
\triangle
が成り立つものが存在する。
測定器 \mathrm{A}(x) がある (B(\mathcal{H}), X) に対するインストルメント \mathcal{I} で実現されるとき,測定器
\mathrm{A}(x) と物理量Y の順で実行される任意の逐次測定に対し, (\mathbb{R}\times S, B(\mathbb{R})\times \mathcal{F}) 上の結合
確率測度 \mathrm{P}\mathrm{r}\{(Y, x)\in(\cdot)\Vert $\rho$\} は S(\mathcal{H}) のアファイン関数である。ここで, \mathrm{A}(x) と Y の順
で実行される逐次測定の (\mathbb{R}\times S, \mathcal{B}(\mathbb{R})\times \mathcal{F}) 上の結合確率測度 \mathrm{P}\mathrm{r}\{(Y, x)\in(\cdot)\Vert $\rho$\} は,任
意の $\Delta$_{1}\in \mathcal{F} と $\Delta$_{2}\in B(\mathbb{R}) に対し,
\displaystyle \mathrm{P}\mathrm{r}\{(Y, x)\in\triangle_{2}\times$\Delta$_{1}\Vert $\rho$\}.=\int_{\triangle_{1}}\mathrm{P}\mathrm{r}\{Y\in\triangle_{2}\Vert p_{\{x=x\}}\}d\mathrm{P}\mathrm{r}\{x\in x\Vert $\rho$\} (18)
で定義される。特殊な場合として,von Neumann‐Lüdersの射影仮説により与えられる離
散物理量A と一般の物理量 Bの順で実行される逐次測定の結合確率分布は S(\mathcal{H}) のアファ
イン関数である :任意の \triangle_{1}, \triangle_{2}\in \mathcal{B}(\mathbb{R}) に対し,
\displaystyle \mathrm{P}\mathrm{r}\{(B, A)\in\triangle_{2}\times\triangle_{1}\Vert $\rho$\}=\sum_{a\in\triangle_{1}}\mathrm{T}\mathrm{r}[E^{A}(a) $\rho$ E^{A}(a)E^{B}(\triangle_{2}),] . (19)
測定器 \mathrm{A}(x) と物理量 Y の |頂で実行される任意の逐次測定に対し定義される結合確率
分布 (測度) が \mathcal{S}(\mathcal{H}) のアファイン関数であるという仮定は,この逐次測定に対応する
(\mathbb{R}\times S, \mathcal{B}(\mathbb{R})\times \mathcal{F}) 上の正作用素値測度 (positive operator‐valued measure) \displaystyle \prod が存在して,
任意の  $\Delta$\in \mathcal{B} ( \mathbb{R}) \times \mathcal{F} に対し





仮説8(アファイン性). 測定器 \mathrm{A}(x) と物理量 Y の順で実行される任意の逐次測定に対
し, (\mathbb{R}\times S, B(\mathbb{R})\times \mathcal{F}) 上の結合確率測度 \mathrm{P}\mathrm{r}\{(Y, x)\in(\cdot)\Vert $\rho$\} は \mathcal{S} ( \mathcal{H} ) のアファイン関数で
ある。
このとき,定理2の逆でもある次の定理が成立する。
定理3. 仮説6を満たす測定器 \mathrm{A}(x) に対し, \mathrm{A}(x) が仮説8を満たすことと,任意の
 $\rho$\in S(\mathcal{H}) , \triangle\in \mathcal{F} および A\in B(\mathcal{H}) に対し
r_{\mathrm{T}\mathrm{r}[$\rho$_{\{x=x\}}A]d\mathrm{P}\mathrm{r}\{x}\in x\Vert $\rho$\}=\mathrm{T}\mathrm{r}[(\mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$)A] (21)
 $\Delta$
を満たす (B(\mathcal{H}), X) に対するインストルメント \mathcal{I} が存在することは等価である。
これまでの議論では,遷移確率を確認する手段を備えた物理過程である測定を軸に,遷





仮説9(自明拡張可能性 [19,20 B(\mathcal{H}) で記述される系 \mathrm{S} を測定する任意の測定器 \mathrm{A}(x) と
\mathrm{S} と統計的に独立かつ \mathrm{A}(x) と相互作用しない B(\mathcal{K}) で記述される系 \mathrm{S}' に対し, B(\mathcal{H}\otimes \mathcal{K})
によって記述される合成系 S + Sを測定する測定器 \mathrm{A}(x') で次の統計的性質を満たすも
のが存在する :任意の  $\Delta$\in \mathcal{F}, x\in X,  $\rho$\in S(\mathcal{H}) および  $\sigma$\in S ( \mathcal{K}) に対し,
\mathrm{P}\mathrm{r}\{x'\in\triangle\Vert $\rho$\otimes $\sigma$\}=\mathrm{P}\mathrm{r}\{x\in $\Delta$|| $\rho$\} , (22)
( $\rho$\otimes $\sigma$)_{\{x'=x\}}=$\rho$_{\mathrm{t}oe=x\}}\otimes $\sigma$ ,  ae .. (23)
この仮説はその名の通り合成系への拡張に対して,その自明性を要求するものである。
この仮説を満たす測定器 \mathrm{A}(x) と対応するインストルメントの完全正値性は等価であるこ
とがわかる [19, 20]。更には, (B(\mathcal{H}), X)‐ に対するインストルメント \mathcal{I} の完全正値性は,
\mathcal{I} を実現する測定過程 \mathrm{M}=(\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) の存在と等価である [15, 16], すなわち,任意の
\triangle\in \mathcal{F} と  $\rho$\in S(\mathcal{H}) に対し,
\mathcal{I}( $\Delta$) $\rho$=\backslash \mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathcal{K}}[U( $\rho$\otimes $\sigma$)U^{*}(1\otimes E( $\Delta$))] . (24)
ここで,測定過程 NI =(\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) とは,Hilbert 空間 \mathcal{K}, B(\mathcal{K}) 上の正規状態  $\sigma$ , 射影
作用素値測度 (projection‐valued measure, PVM)  E:\mathcal{F}\rightarrow B(\mathcal{K}) および \mathcal{H}\otimes \mathcal{K} 上のユニ




Corollary 4. 任意の遷移確率は CP instrumentによって実現される。
4 一般の量子系への拡張
前章までの議論は Hilbert 空間 \mathcal{H} 上の  $\sigma$‐有限 von Neumann代数 \mathcal{M} での議論に ([14]
の結果を用いれば) 容易に拡張可能である :\mathcal{M}_{*} で \mathcal{M} 上の正規線型汎関数の全体, \mathcal{S}(\mathcal{M})
で \mathcal{M} 上の正規状態の全体を表す。 B(\mathcal{H}) を \mathcal{M}, T(\mathcal{H}) を \mathcal{M}_{*}, S(\mathcal{H}) を S(\mathcal{M}) に置き換
えることでほぼ同じ議論が成り立つ。一般の  $\sigma$‐有限von Neumann代数 \mathcal{M} 。 \mathrm{M} が (\mathcal{M}, S)
に対する測定過程であるとは, \ovalbox{\tt\small REJECT}=(\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) が前章の意味での測定過程であって,
\{\mathcal{I}_{\mathrm{M}}(M, \triangle)|M\in \mathcal{M}, \triangle\in \mathcal{F}\}\subset \mathcal{M} を満たすことをいう。ただし,励は,(B(\mathcal{H}), S)
に対する CP instrument であって,任意の X\in B(\mathcal{H}) と \triangle\in \mathcal{F} に対し, \mathcal{I}_{\mathrm{M}}(X, \triangle)=
\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathcal{K}}[U^{*}(X\otimes E( $\Delta$))U(1\otimes $\sigma$)] で定義される。
(\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} に対し,単位的 (双正規) 完全正値写像 $\Psi$_{\mathcal{I}} : \mathcal{M}\otimes_{\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}}
L^{\infty}(S,\mathcal{I})\rightarrow \mathcal{M} で,任意の M\in \mathcal{M} と  $\Delta$\in \mathcal{F} に対し,
\mathcal{I}(M, \triangle)=$\Psi$_{\mathcal{I}}(M\otimes[$\chi$_{ $\Delta$}]) (25)
を満たすもめが常に存在する。 (\mathcal{M}, S) に対するCP instrument \mathcal{I} が正規拡張性質(normal
extension property, 以後 NEP) とは,単位的正規完全正値写像 \overline{$\Psi$_{\mathcal{I}}} : \mathcal{M}\overline{\otimes}L^{\infty}(S, \mathcal{I})\rightarrow
 B(\mathcal{H}) で \overline{$\Psi$_{\mathcal{I}}}|_{\mathcal{M}\otimes_{\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{n}}L(S,\mathcal{I})}\infty=$\Psi$_{\mathcal{I}} を満たすものが存在するときをいう。この性質に関して以
下の定理が成り立つ。
定理5 ([14, Theorem 3 \cdot4]).
(\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} に対し次の条件は等価である :
(i) \mathcal{I} はNEP をもつ。
(ii) (B(\mathcal{H}), S) に対する CP instrument \overline{\mathcal{I}} で,任意の \triangle\in \mathcal{F} と M\in \mathcal{M} に対し,
\overline{\mathcal{I}}(M, \triangle)=\mathcal{I}(M, \triangle) (26)
を満たすものが存在する。
(iii) (\mathcal{M}, S) に対する測定過程 \mathrm{M}=(\mathcal{K},  $\sigma$, E, U) で,任意の \triangle\in \mathcal{F} と M\in \mathcal{M} に対し,
\mathcal{I}( $\Delta$)M=(id\otimes $\sigma$)[U^{*}(M\otimes E(\triangle))U] (27)
を満たすものが存在する。
定理5から CP instrument がNEP をもつことと測定過程で記述可能であることが等価
であることがわかり [14,. Theorem 3.6], 一般の (  $\sigma$‐有限な) von Neumann代数 \mathcal{M} におい
て測定過程で記述可能なCP instrumentのクラスを数学的に特徴づけることができた。加
えて,NEP をもつ CP instrument が次の定理から改めて自然であるとわかる。
定理6 ([14, Theorem 3.5]). (\mathcal{M}, S) に対する CP instrument \mathcal{I} に対し次の条件は等価で
ある :
(i) \mathcal{I} はNEP をもつ。
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